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Sommario
In questo documento ci occuperemo di dimostrare che il problema
dello zaino frazionario (o continuo) soddisfa la proprieta di sottostruttura
ottima e la proprieta della scelta greedy.

1 Formalizzazione del problema

Sia O = {01, 09, ..., 0, } un insieme di n oggetti. Indicheremo con p; il peso dell’i-
mo oggetto e con ¢; il valore. Indicheremo con v; = ;— il profitto dell’oggetto
0O;.

Sia P la capacita di uno zaino.

Vogliamo trovare una configurazione X =< x1,xs,...,x, >, con 0 < z; <1
rappresentante la porzione di oggetto o; inserita nello zaino (ovvero la percen-

tuale di peso) tale che:
1. Y. ,zip; < P (vincolo di ammissibilita)

2. mazx ) x;v; (vincolo di ottimalita)

i=1..n

Dato che possiamo prendere porzioni di oggetti, il vincolo di ammissibilita si
traduce in realtd in uguaglianza esatta:

dic1 nTipi =P

Il problema dello zaino frazionario, quindi, ammette sempre una soluzione
massimale, al contrario del problema dello zaino discreto, del quale lo zaino
frazionario ¢ il rilassamento continuo.

2 Risoluzione del problema

Il problema dello zaino frazionario pud essere risolto con tecnica greedy, ordi-
nando gli oggetti in ordine non crescente rispetto al profitto v; e inserendo gli
oggetti nello zaino in questo ordine finché, per qualche j (1 < j < n), p; non &
maggiore della capacita residua dello zaino, P,.. A questo punto inseriremo nello
zaino una porzione r; = % dell’oggetto p; (che chiameremo oggetto critico).



3 Correttezza della soluzione

Indicheremo nel seguito con @, p il problema con n oggetti e zaino di capacita
P. Inoltre indicheremo con X,, una soluzione al problema @, p, tale che X,, =<
L1, X0, ey Ty >

Consideriamo quindi il problema @), p e una sua soluzione arbitraria X,,.

In quanto soluzione, X, rispetta il vincolo di ammissibilita ) ,_, . z;p; = P.

Consideriamo ora il problema @Q,_1 p_z, p,, il sottoproblema di @, p con
n — 1 oggetti e uno zaino di capacita P — x,p, , con p, peso dell’oggetto
eliminato per creare il sottoproblema di dimensione n — 11.

Sia Y;,_1 una soluzione aribitraria del sottoproblema appena esposto, tale
che la soluzione rispetti il vincolo di ammissibilitd. Allora Y,,_1 @ z,,2 é una
soluzione per il problema Q) p.

Dimostrazione. Per il problema @, p—g,p, abbiamo che Y., | yip; =
P — x,p,. Concatenando Y;,_; a x, otteniamo x,p, + > ., ,_,yipi = P —
TnDPn + TpPn = P.

4 Caratterizzazione della struttura di una solzu-
zione ottima

Sia X,, una soluzione ottima per ), p. Indichiamo con C, p il valore di una
soluzione ottima per Q, p. Esso ¢ definito come Cp, p = >°,_; , z;v; ed ¢ il
massimo valore, essendo X,, ottima. Allora si dimostra che X,,_1 & una soluzio-
ne ottima per Qn—1,p—z,p,, tale che Cr,_1 p_z p, = > .4 ,_1 TiV; € massimo.

Dimostrazione. Se X,,_1 non fosse ottima, allora sarebbe possibile trovare
’ ’
. _ . -
una soluzione X,,_; tale che C,,_; p_, = >3, 20 <Cpo1pos,p, =
+ v, <

’

;
> ic1.m—1 Tiv;; questo porterebbe a calcolare un C,, p = C, _; P
.o .. . . . . , . ’ /
Cp,p, ma cio ci indurrebbe in contraddizione, poiché la soluzione X,, = X, ; @
x,3 sarebbe migliore di X,, che era stata supposta ottima. Pertanto X,,_; deve

essere necessariamente ottima.

1Si sottrae a P la quantitd z,p, in modo da considerare in una sola espressione tutti i
possibili sottoproblemi. Infatti, se z,, = 0 allora abbiamo un problema dello zaino frazionario
con n — 1 oggetti e capacitd P, mentre se 0 < z,, < 1 allora la capacita P viene decurtata di
una quantitd pari alla percentuale di peso inserita nello zaino dell’oggetto o, .

2L’opera‘core @ indica la concatenazione tra gli elementi della soluzione Y, _1 e ’elemento
T

3La composizione & possibile per la gia dimostrata correttezza della soluzione.



5 Proprieta della scelta greedy

Supponiamo che o;, sia l'oggetto con miglior rapporto ;—’; = vy e ipotizziamo
P < P4,

Consideriamo il problema @, p e un’arbitraria soluzione ottima ad esso
X, =< 1,22, ..., Th, ..., Ty, > tale che Cp, p = > Tiv;.

Vogliamo dimostrare che:

i=1l..n

1. Poggetto oy, deve essere interamente contenuto in ogni soluzione ottima

2. Voggetto o puod essere sempre scelto per primo

Dimostrazione. Supponiamo z;, < 1 (ovvero l'oggetto o, non ¢é stato preso
interamente nella soluzione ottima X,,). Consideriamo un oggetto o; con j # h
e tale che 0 < z; <1 e p; > py — xppy. Senza perdita di generalita, suppo-
niamo j = h — 1. Immaginiamo ora di eliminare una certa percentuale ¢ con
0 <t <1-—ux,dax; e la stessa percentuale 'aggiungiamo a xp, in modo da
avere una nuova soluzione X;l =< 21,22,...,&; — t, Ty + t,...x, > tale che

’

Cop =21 j1Tivi + (25 — ) vj + (Tn + v + Dy TiVie
Possiamo riscrivere C,, p come

Cnp= Zi:l..j—l TiV; + T05 + Tpvn + D gy, TiVi

e dimostrare che C;L’ p > C, p, arrivando a contraddire l'ipotesi di ottimalita di
X,, e dimostrando, pertanto, che x;, = 1 se X, & ottima.
Infatti ci basta dimostrare che (z; — t)v; + (@ + t)vp, > zv; + Thop,

ovvero x;v; — tv; + Tpvp + tvy > x5 + TpUp
ovvero tvy > tvy,
ovvero t<& > ¢4

Ph > p;’

ovvero % > ;—;
che é banalmente vero, poiché abbiamo supposto o, l'oggetto con migliore
profitto. Da questo, segue ’asserto 1.

L’asserto 2 segue banalmente, poiché se oy, é stato scelto in posizione k # 1,
sara sempre possibile sceglierlo come primo oggetto, poiché 'ordine degli oggetti
nella soluzione non influisce sull’ammissibilita e I’ottimalita della stessa.

4Si ipotizza, in pratica, che ’oggetto con miglior profitto non sia Ioggetto critico, al fine
di semplificare i passaggi matematici a favore di una maggior chiarezza nell’esposizione. Non
¢ arduo, ad ogni modo, effettuare la dimostrazione nel caso in cui 'oggetto oy, sia in effetti
I'oggetto critico.
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